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Resumo Formalizagdo da sintaxe e da semantica da légica monomodal
utilizando assistente de provas Coq, com objetivo de automatizagao do
processo, possibilitando a reutilizagao dos resultados obtidos.
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1 Introducgao

Logica Modal é uma légica que utiliza operadores modais na construgao de
sua linguagem [3]. Essa linguagem é utilizada no desenvolvimento de argumentos
matematicos, com base em teoremas, axiomas, criacao de modelos, sistemas,
provas matematicas e suas analises.

Tal l6gica consiste na utilizacao de operadores modais, de forma que se possa
considerar como situagoes tém sua verdade ou falsidade alterada se consideramos
diferentes situagoes para essas argumentagoes. Podemos dividir essa logica em
monomodal e multimodal, relacionando com a quantidade de operadores modais
utilizados na construcao da légica (respectivamente, apenas um operador ou
mais de um).

Com o objetivo de formalizar a logica monomodal, foram criadas definigoes [1]
dos principais pontos desse tipo de sistema. Inicialmente, foi definida a sintaxe,
constituida das defini¢oes relacionadas a como sao formadas as formulas. Nesse
trabalho, a sintaxe é constituida das defini¢coes de férmula bem formada, forma
normal negada para as féormulas, tamanho de formulas bem formadas, igualdade
sintatica e simplificagdo de formulas. Além disso, foi mostrado que a fungao
de transformagao de féormulas em sua forma normal negada é correta e que
nenhuma férmula possui tamanho zero. Com relagao a seméntica, foi definida a
satisfatibilidade das férmulas bem formadas em suas versao local.

Todos esses resultados foram mostrados em funcao da definicdo de Kripke
para modelo [3], utilizando as definigdes teoricas de tipos de mundo, relagdes, e
as fungoes que os relacionam, gerando tais modelos.

O objetivo deste trabalho é a verificagao da corregao dessas defini¢oes e fun-
¢oes, mostrando que estao corretas, obtendo os resultados desejados. Isso tudo
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deve ser feito de forma automatizada, utilizando a ferramenta de assistente de
provas Coq [2].

O Coq [2] utiliza um célculo construtivo indutivo. A partir dele, sdo construi-
das provas utilizando-se de taticas e teoremas ja definidos e provados no processo
de criag@o do assistente. Essas definigOes e as provas se encontram em bibliote-
cas que sao importadas da base do sistema, sendo utilizadas como auxiliares no
processo de provas, com o objetivo de facilitar e reutilizar os itens que ja foram
mostrados previamente no assistente. Tal processo de reutilizacdo permite que
seja possivel também reutilizar o que esta sendo criado nesse projeto em outros
projetos futuros, similarmente ao que fazemos com as bibliotecas do assistente.

Esse artigo é formulado da seguinte maneira: na préoxima segao, temos as
definigoes formais das defini¢oes utilizadas nesse projeto; na segao seguinte, sao
apresentados os resultados que foram obtidos pela formalizagao dos conceitos
escolhidos no assistente de provas, Coq; e, por fim, temos a se¢ao de conclusio.

2 A légica modal

Os operadores modais s@o simbolos que dao as sentengas uma qualificacao
diferente da original, similar & funcao de advérbios em uma frase, expandindo
o significado do que tinhamos inicialmente. Nesse sentido, podemos caracteriza-
la como a expansao de logicas que nao consideram essas qualificagoes, como a
classica.

Essa logica possui uma sintaxe e uma seméntica. Consideramos aqui apenas
a logica monomodal, com apenas um operador, o de necessidade e seu dual,
de possibilidade. Provaremos alguns resultado sobre essas defini¢bes na proxima
Secao.

Definimos sua sintaxe, ou seja, o formato como suas férmulas devem ser
escritas e quais operadores e simbolos utilizaremos. A sintaxe da logica modal é
formada pelo que chamamos de féormulas bem formadas, FBFs. Primeiramente,
definimos o conjunto de proposicoes P, o conjunto de constantes e os utilizamos
para definir as FBFs.

Definicao 1 Denotamos por C = {true, false} o conjunto de constantes.

Definigao 2 Denotamos por P o conjunto enumerdvel de simbolos proposicio-
nais, em que P = {p,q,r,...}, com elementos indexados ou nao.

Definigao 3 O conjunto das férmulas bem formadas, FBFs, é dado indutiva-
mente a partir do conjunto P de simbolos proposicionais, conforme seque:

— ¢ estd em FBF, se ¢ € C,

— ¢ estd em FBF, se p € P,

— =, Op e O estao em FBF, se ¢ € FBF,

— oV, p A e — 1) estao em FBF, se ¢ e € FBFs.

Uma das nogoes que utilizamos é a de tamanho de uma férmula, que é dado
pela soma da quantidade de todos os simbolos proposicionais e operadores logicos
da férmula, que, nesse caso, é dada por uma fungao definida recursivamente.
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Definigao 4 O tamanho de uma formula € definido por f: FBF — N:

- flp)=1,sepePoupel’
= f(=p) = f(Op) = f(Op) =1+ f(p)
= fleny)=flevy)=fle—=v) =1+ fle) + f(¥)

Utilizamos a Forma Normal Negada (FNN) como uma forma de padronizagao
do formato das formulas, com o objetivo de facilitar a leitura de sua sintaxe, além
de reduzir os seus operadores somente aos de =, A, V, [, O.

Definigao 5 A Forma Normal Negada tem o formato de uma formula com seus
operadores reduzidos a —, aplicado somente a simbolos proposicionais, e aos ope-
radores: A\, V,, .

Definicao 6 A Forma Normal Negada de uma formula € gerada pela funcao
g : FBF — FBF, na qual v, € FBF e p € P:

—gp)=p
— g(true) = true
— g(false) = false

(

(

(

(

(

E

(=(p V) = g(=p) A g(—9)
= g(=(p AY)) = g(=p) V g(—v)

(=(p =) = g(e) AN g(—0)

(=0p) = O0g(—¢)

(=0p) = Og(—¢)

(V) =gle)Vg)

(e ANY) = gle) Ag(ah)

(o =) =g(=p) Vg(¥)

(O¢) =DOg(p)

(Op) = 0g(p)

Para a semantica, é utilizada a no¢ao de modelos de Kripke [3] para a ava-
liagao das formulas. Esses modelos sao utilizados na defini¢ao da seméntica dos
operadores modais porque utilizamos a nogao de mundo e das relagoes entre eles
para definir a satisfatibilidade das féormulas, especialmente as que utilizam os
operadores modais.

Definicao 7 Um frame ¢é uma tupla (W, R), no qual W ¢é um conjunto ndo
vazio (de mundos possiveis) e R é uma relagao em W.

Defini¢ao 8 Um modelo é uma tupla (F,7). W, no qual F é um frame e 7 :
W — (FBF — {true, false}) € a fungio de avaliagao com relagio a esse frame.
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Para simplificar notagao, no restante do texto nos escrevemos (W, R, ) ao
invés de ((W, R), 7). A semantica é a defini¢do da satisfatibilidade de uma for-
mula bem formada, em um determinado modelo, podendo ser ela definida de
forma local ou global.

Definicao 9 A satisfatibilidade de uma formula na légica monomodal em um
modelo M = (W, R, 7) e um mundo w € W, é dada pela seguinte relagao:

E true

k£ false

E p se, e somente se, m(w,p) = true,p € P;

E - se e somente se (M, w) = ¢

E o A se, e somente se, (M,w) = ¢ e (M,w) = ;

E oV se, e somente se, (M,w) = ¢ ou (M,w) E;

E o — 1 se, e somente se, (M,w) = ¢ ou (M,w) E ¢;
E Oyp se, e somente se, Yw,w' € W,wRw' — (M,w) | ¢;
E Qv se, e somente se Jw,w’ € W,wRw' e (M,w) E ¢ ;

| |
e

SEEKEEEERE
SEESSSERE

NP GGG PGP P N P

Podemos definir a satisfatibilidade localmente, ou seja, em fungao da exis-
téncia de pelo menos um mundo em que a féormula seja satisfeita.

Definigao 10 Uma formula ¢ € satisfativel localmente se, e somente se, existe
um modelo M = (W, R, ) e existe um mundo w € W tal que (M,w) = .

A seméantica é utilizada para que possamos identificar os significados de cada
simbolo da féormula, tornando possivel defini¢oes como equivaléncia entre formu-
las, além de provas de corregao e completude, e de consisténcia para a logica e
o calculo que escolhermos utilizar.

3 Resultados

Como resultados, obtivemos as formalizagoes no Coq das definigoes acima,
além de provas sobre a correcao da transformagao fornecida pelas fungoes de
transformacdo de FBF em FNN e de equivaléncia seméantica entre elas. A for-
malizacao e demais documentos referentes a este projeto podem ser encontrados
em http://cic.unb.br/ nalon/#software.

3.1 Sintaxe

Inicialmente, foram definidos os conceitos de conjunto de simbolos proposi-
cionais, Props, como um conjunto equivalente ao de N (ja que P é enumeravel).
Além disso, o conjunto de constantes, Const, foi definido como contendo os sim-
bolos tt e ff, que correspondem, na linguagem do provador as constantes true e
false, respectivamente.

Definition Props := nat.
Inductive Const: Set := tt | ff.


http://cic.unb.br/~nalon/#software

Formalizagdo de Resultados Teoricos em Assistente de Provas 5

A defini¢do de féormula bem-formada foi feita de forma indutiva, em funcao
do tipo da férmula, de forma similar & desenvolvida na teoria, como mostrado
abaixo. Por exemplo, a linha “ PropsF' : Props — formula” diz que todo simbolo
proposicional é uma férmula. Ja a linha “Not : formula — formula” diz que
a negacao de uma formula é uma féormula. Ou seja, temos que a ultima parte
mostra que temos uma féormula e as partes anteriores definem do que é formada
essa formula.

Inductive formula : Type :=
| PropsE : Props — formula
| ConstF : Const — formula
| Not : formula — formula
| And : formula — formula — formula
| Or : formula — formula — formula
| Imp : formula — formula — formula
| Box : formula — formula
| Diamond : formula — formula.

Definimos também a fun¢ao de tamanho de férmula, de forma similar a como
definimos na teoria, recursivamente, mostrada abaixo. Ela recebe uma féormula
e retorna o seu tamanho. Abaixo, a notagao match indica que a avaliagao do
argumento da funcgao é feita por casamento de padroes; o padrao - corresponde
a todos 0s nao anteriormente especificados.

Fixpoint size (f: formula) : nat :=
match f with
| PropsF p = 1
| ConstF - =1
| Not f = 1 + size
| And f g = 1 + (size f) + (size g)
| Or f g = 1+ (size f) + (size g)
| Imp f g = 1 + (size f) + (size g)
| Box f = 1 + (size f)
| Diamond f = 1 + (size f)
end.

3.2 Semaéantica

Nas definigoes abaixo, extraidas da entrada para o Coq, utilizamos um novo
conceito, o conceito de tipos. Um tipo é, basicamente, uma colecao de objetos.
No Coq, todos os tipos s@o habitados, podendo ser interpretados, portanto, como
conjuntos nao-vazios. O tipo é utilizado para a nossa definigao de mundos porque,
como visto, o conjunto dos mundos nao pode ser vazio na nossa teoria.
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Definition W := Type.
Definition R :— relation W.

Definimos, entao, um frame, também como um tipo. Nessa defini¢ao, utiliza-
mos o conceito de conjunto de mundos W, definido acima. Além disso, temos R,
um conjunto de relagoes binarias. Os simbolos % type indicam que essa constru-
¢ao deve ser considerada pelo assistente de provas também como um tipo. Essa
defini¢ao diz que temos um Frame, que é um tipo, no qual temos um conjunto
de mundos e um conjunto de relacoes binarias, tais que as relacoes sao definidas
entre dois desses mundos.

Definition Frame := (W x R) % type.

A definigao da fungao de avaliagdo é feita como na Se¢ao 3.1: dado um mundo
W e um simbolo proposicional (nesse caso, um dos simbolos pertencentes ao
conjunto Props), retorna verdadeiro ou falso (como definidos pelo tipo bool em
Coq).

Definition pi := W — Props — bool.

Por fim, a definicao de modelo é dada pelas triplas ordenadas de mundos, W,
relacoes, R, e funcao de avaliacao, pi:

Definition Model := (Frame x pi) %type.

A definicao de satisfatibilidade é feita recursivamente para cada formato de
formula. Para um simbolo proposicional p, a funcdo retorna True (respectiva-
mente, False) se a fungdo pi o avalia para verdadeiro (respectivamente, para
falso). No caso de formulas complexas, aplica-se recursao. Por exemplo, para a
formula ¢ V 1, recursao é aplicada as suas subférmulas ¢ e 1. Note na defini¢ao
abaixo que, na notagao do provador, Or é o operador na linguagem-objeto; o
operador V simboliza a operagao na metalinguagem.

Fixpoint sat (M:Model) (w: W) (f:formula): Prop :=

let R := snd(fst(M)) in
let pi:= snd M in

match f with

| ConstF tt = True

| ConstF ff = False

| PropsF p = if (pi w p) then True else False

| Not f = “(sat M w f)

| And f g = (sat M w f) A (sat M w g)

| Or f g = (sat M w f) V (sat M w g)

| Imp f g = “(sat M w f) V (sat M w g)

| Box f =V w W, (Rww’) — (sat M w’ f)

| Diamond a f = 3w W, (R w w’) A (sat M w’ f)
end.
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A definigao de satisfatibilidade local também segue a apresentagdo da Secgao
3.2. Uma féormula é localmente satisfativel, se existe um modelo e um mundo
nesse modelo que satisfacam a férmula recebida como entrada.

Definition local-sat (f:formula): Prop := 3 M:Model, 3 w: W, sat M w f.

Duas formulas sdo semanticamente equivalentes se sua avaliagdo é a mesma
em todos os modelos e mundos:

Definition eq_semantica (f g : formula) : Prop :=

Y (M:Model) (w:W), sat M w f = sat M w g.

3.3 Forma Normal Negada

A funcio abaixo define férmulas na Forma Normal Negada (FNN). Tal fun-
¢ao recebe uma formula em FBF e retorna verdadeiro ou falso, ou seja, se a
férmula estd na FNN ou ndo. Lembrando, o padrao _ corresponde a todos os
nao anteriormente especificados. Portanto, quando o operador de negagao Not
¢ aplicado a simbolos proposicionais, a fungao retorna verdadeiro; aplicado a
qualquer outra formula, resulta em falso.

Fixpoint is_ NNF (f:formula): Prop :=
match f with
| PropsF p = True
| ConstF ff = True
| ConstF tt = True
| Not (PropsF p) = True
| Not - = False
| And f g = (is—NNF f ) — (is_NNF g)
| Or f g = (iscNNF f ) — (is_NNF g)
| Imp _ _ = False
| Box f = (is_NNF f)
| Diamond f = (is-NNF f)
end.

Definimos a fungao indutiva de transformacao de uma féormula em sua FNN
no formato abaixo, preservando as caracteristicas tedricas. A funcao recebe uma
formula em FBF como entrada e retorna outra formula em FBF. E importante
observar que o Coq s6 aceita a formalizacao de fungoes totais e terminantes.
Observa-se da defini¢do abaixo que a fun¢éo é de fato total. Entretanto, o assis-
tente de prova nao consegue encontrar automaticamente as condi¢oes de termi-
nacao. O motivo é que o resultado da fungao é aplicado a férmulas que nao sao
subférmula da entrada. Por exemplo, da Definigao 6, o resultado da aplicagao a
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—(¢ V1) & o resultado da recursao sobre —¢ e —). Estas ultimas nao sdo sub-
formulas de —(p V 9) e, portanto, o assistente ndo consegue extrair o principio
de indugao adequado e provar automaticamente sua terminacao. Entretanto, é
claramente observavel que a recursao ocorre em argumentos de tamanhos me-
nores do que o original. Por isso, esta funcao foi definida de forma mais geral
(utilizando Function ao invés de Fixpoint) e adicionando-se que o calculo da
terminagao é feita em relagao ao tamanho da féormula. Isto é expresso pela ano-
tagdo {measure size f} na seguinte definigao.

Function NNF (f:formula) {measure size f}: formula :=
match f with
| PropsE' p = PropsF p
| ConstF ff = ConstF [f
| ConstF tt = ConstF tt
| Not (PropsF' p) = Not (PropsF p)
| Not (ConstF ff) = ConstF tt
| Not (ConstF tt) = ConstF ff
| Not (Not f) = NNF (f)
| Not (And f g) = Or (NNF (Not f)) (NNF (Not g))
| Not (Or f g) = And (NNF (Not f)) (NNF (Not g))
| Not (Imp f g) = And (NNF f) (NNF (Not g))
| Not (Boz f) = Diamond (NNF (Not f))
| Not (Diamondf) = Box (NNF (Not f))
| And f g = And (NNF f) (NNF g)
| Or f g = Or (NNF f) (NNF g)
| Imp f g = Or (NNF (Not f)) (NNF g)
| Box f = Box (NNF f)
| Diamond f = Diamond (NNF f)

end.

A prova de terminacéo é feita por indug@ao no tamanho da féormula, sendo que
a maior parte dos casos é obtida automaticamente através de simplificagdo pelo
assistente de prova, utilizando aritmética linear inteira. Para o caso da implica-
¢ao, foi necessario utilizar fatos sobre desigualde entre inteiros, mas o restante
da prova é obtida automaticamente também com o auxilio da implementacao
dos procedimentos de prova, no Coq, para a aritmética linear inteira.

Além de totalidade e terminacao, é essencial que provemos que a fungao
NNF & correta, isto é, mostrar que o resultado da sua aplicagao esté, de fato, no
formato de FNN. O proximo lema mostra a corregao da fungao:

Theorem NNF_is_ NNF (f:formula) :
is-NNF (NNF f).

A prova do teorema acima é feita por inducao sobre o resultado da aplicagao
de (NNF f), que se baseia na medida de complexidade (no tamanho da formula)
dada acima. A prova é obtida automaticamente pelo provador.



Formalizagdo de Resultados Teoricos em Assistente de Provas 9

O teorema seguinte mostra que a fungao de transformacao de uma férmula
na sua forma normal negada preserva seu valor seméantico.

Theorem eq_f-NNF_f (f : formula) :
YV (M:Model) (w:W), sat M w f <> sat M w (NNF f).

A prova foi feita por indu¢do em (FNN f), assim como na prova de ter-
minagao da aplicacao da funcao FNN apresentada na secdo anterior. Para os
casos-base, isto é constantes, simbolos proposicionais ou negagoes de simbolos
proposicionais, as provas sao simples e seguem diretamente da defini¢ao de sa-
tisfatibilidade para estas formulas (porque a formula e sua forma normal negada
coincidem). A hipotese de indugdo é de que a propriedade vale para formulas de
tamanho menor que a férmula que esté sendo analisada. Para férmulas comple-
xas, isto é, com operadores, sao aplicadas as hipoteses e a conclusao segue em
cada caso com poucas linhas de prova. Por exemplo, precisamos mostrar que,
dados um modelo M e um mundo w, o resultado da aplicacao de sat M w para
a formula Not (Not Props p) é exatamente o mesmo que sat M w (Props p), na
qual esta dltima formula é o resultado da aplicagao NNF Not (Not Props p).

4 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma formalizagdo da légica monomodal no
assistente de provas Coq, baseada em teoremas e defini¢bes tedricas. Assim,
mostramos ser possivel a formalizacao de conceitos mateméticos tedricos de sin-
taxe e semantica, relacionados a logica monomodal na linguagem computacional
do assistente de provas. Em um préximo projeto de pesquisa, essa logica sera
expandida para a multimodal, completando, assim, essa etapa de formalizacoes.
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